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Let &’ be a finite set of endomorphisms of a finite dimension vector space K” 
over a field K. We prove that if 4 is a product & 0.. &, of endomorphisms of 
K” belonging to 2, we can extract of it a product +,&+, ... 4, = 4 which is a 
pseudoregular endomorphism. That is: $ has a representation as a square 
matrix over K which is diagonal sum of a null matrix and of a regular one. 
This result holds also if K is a skew-field. As a consequence of this result, we 
obtain two theorems about the rational power series in noncommuting variables. 
The first concerns the “regularity” of the support of the rational power series. 
The second generalizes a theorem of Polya [12] and another one of Cantor [2], 
about rational power series with algebraic integer coefficients. 
On sait que tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie K” 
sur un corps K a une puissance qui est “pseudo-rCgulihe,” c’est-A-dire ad- 
mettant une representation comme somme diagonale d’une matrice nulle et 
d’une matrice r6gulike. Cet CnoncC Cquivaut A l’existence de la dkcomposition 
multiplicative de Jordan. 
Le thtorkme 1.1 g&kalise ce rtsultat: si &’ est un ensemble fini d’en- 
domorphismes de Kn, nous prouvons que de tout produit “assez long” non nul. 
d’endomorphismes appartenant 2 .#‘, on peut extraire un produit 
tel que 4 soit un endomorphisme pseudo-rbgulier. 
Nous utilisons ce thkor&me pour dkmontrer deux rCsultats concernant les 
skies formelles en variables non commutatives. Le premier Btablit l’existence de 
“facteurs it&ants” dans le support des skies rationnelles. Le second gknnbralise 
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aux series formelles en variables non commutatives un theoreme de Polya [12] 
prolong6 par un theoreme de Cantor [2], concernant les series en une variable a 
coefficients entiers algebriques. 
La methode utilisee pour Ctablir le theoreme 1.1 peut &tre rapprochee de 
celle utilisee par McNaughton et Zalcstein [II], dans l’etude du probleme de 
Burnside pour les demi-groupes de matrices car&es. 
1. LE THiORi?ME DE FACTORISATION 
Notons N (resp. N,) I’ensemble des entiers positifs ou nuls (resp. strictement 
positifs). 
Pout tout ensemble, ou alphabet (fini ou infini) 2, notons .Z* le monoide libre 
sur .Z. Les ClCments de 2 sont appeles lettres, ceux de .Z* sont appelks mats 
sur 2. On note e l’element neutre de Z*. Un mot f de .Z* est de longww k 
(k E N,) s’il appartient g Zk, ce qui sera note: 
lfl =A. 
DEFINITION 1.1. On appelle rang sur un demi-groupe H toute application p de H 
dans N vCrifiant la condition: 
Qf,,gEH, df, d =G infkf, pd. 
Le rang p est dit borne’ s’il existe un entier m, verifiant: 
VfEH, Pfe mo- 
On dit aussi dans ce cas que p est majore’par m. . 
Quand on ttudie le demi-groupe libre X+ sur un alphabet X, on est amen6 g 
Ctudier les mots sur X+, c’est-A-dire les elements du den-&groupe libre sur 
l’ensemble sous-jacent a X+. Pour Cviter les confusions, il sera utile de parler ici 
de “phrases” sur X. 
Notations. Nous appelons phrase SW X tout mot du demi-groupe libre [X+]+ 
sur l’ensemble [X+] sous-jacent au demi-groupe libre X+. Une phrase sur X 
s’identifie done A une suite finie: 
de mots de X+. La longueur k de la suite est aussi la longueur de la phrase w. 
Nous appelons phrase facteur, ou sow-phrase de w, tout sous-mot de w dans 
le demi-groupe libre [X+1+. Par exemple: 
w = (fi, 3 fi,+l Y.,fi,) 
avec 1 <j<l<k. 
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La phrase w, est dite extraite d’un mot f de X+ si et seulement si le produit 
Wx = fi,fi, ‘*‘fi, d es mots de w dans X+ est un facteur de f. 
DEFINITION 1 .l . Soit p un rang sur X +. Nous dirons que p est constant sur 
une phrase w si et settlement si toutes les sous-phrase de w ont pour produit 
dans X+ des mots de m&me rang. 
TH~~OR~ME 1 (theortme du rang constant). Soit .Z un alphabet non ticessaire- 
ment jini. Soit p un rang sur Z major6 par un entier m, . 
Pour toutefonction v de N - (0) onpeut calculer un entier R(v, m,)-ne d@wndant 
pas de 2 mais seulement de la borne m,- tel que de tout mot f de longueur au moins 
igale & R(v, m,) et de rang non nul on puisse extraire une phrase w SUY laquelle p 
soit constant de la forme 
w = (fi, sfi, YIfi,) 
ve’rifant, pour un entier s: 
k = v(s) 
Vl <j<k, lfij I = s* 
(En d’autres termes, des que I’on Ccrit un mot “assez long” dans X+, on peut 
en extraire une phrase “assez longue” sur laquelle le rang est constant, &rite 
avec des mots “assez courts”.) 
Preuve. Elle se fait en construisant une suite d’entiers rj tels que, si f est 
un mot de rangj et de longueur yj , alors il satisfait au theoreme. 
On peut poser Y,~ = v(l). En &et, si un mot f est de rang m, , alors chacune 
de ses lettres est de rang m, . La phrase cherchee extraite du mot f de longueur 
v( 1) sera alors la suite des v( 1) lettres qui composent le mot f. 
Supposons connu yj+r . Posons: 
Soit f un mot de rang j et de longueur yj . Si f admet un facteur de longueur 
Y~+~ et de rang (j + I), le theoreme est satisfait par l’hypothese faite sur Y~+~ . 
Si ce n’est pas le cas, formons la phrase w extraite de f dont les mots sont les 
facteurs consecutifs de longueur rj+l de f. Chacun de ces facteurs est alors de 
rang j, ainsi d’ailleurs que le produit de chacune des sous-phrases de w, en 
raison des propriMs definissant le rang, car f lui-m&me est de rang j. On posera 
alors S = Yj+l . 
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Le theoreme est done verifie en prenant pour R(Y, m,) le plus grand des 
entiers yj , c’est-a-dire y1 . On obtient done: 
ymo+1= 1, 
pourm,>j> 1, T j  = Yj+1 * V(Tj+A 
R(v, m,) = y1 . 
Remarque 1. Nous avons suppose que f Ctait de rang non nul, car une 
matrice de rang nul est elle-m&me nulle. Cette condition n’est cependant pas 
necessaire pour la validit du theoreme. 
Remarque 2. On peut amCliorer techniquement ce lemme en exigant la 
formation d’une phrase extraite de longueur vi(s), dependant non seulement de 
I’entier s mais aussi du ray j de la phrase de rang constant que l’on cherche a 
extraire. En reprenant le raisonnement ci-dessus, on obtient le calcul suivant: 
7 - 1, ml)+1 - 
yj = yi+l ’ vdyj+l) pour m, >,j 2 1, 
Ph %I = Yl 
oh I’on a adopt6 la notation: 
v  = tvj), j = 1, 2 ,..., m, . 
I1 s’agit d’une modification purement technique apportee au calcul de l’entier 
R(v, 4. 
LEMME 1.1. Soit X un alphabet $ni, et soit p un rang sur X* borne’ par un 
entier N. I1 existe un entier T = r( / X 1, N), e#ectivemen$ calculable, tel que tout 
mot f de X7X* de rang mm nul puke se facto&r sous la fortne: 
f = fiUf2Uf3 
03 u est un mot de longueur non nulle, avec les prop&t& suivantes: 
I UfiU I < 7, 
PW = Pm4 = PkfeU)- 
Nous dc5montrons cette proposition comme cas particulier du Thkor&.me 1, 
obtenu grace a un choix de la fonction v. 
Soit q le cardinal de X. Pour tout entier positif non nul, s, nous posons: 
v(s)=1+q+q2+...+qS= l-q*+l . 
l-9 
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L’entier Y(S) est le nombre de mots de X* qui sont de longueur inferieure ou 
egale ?I s. Posons alors T = R(v, N). 
Si f  est un mot de longueur superieure ou Cgale a R(Y, IV), le lemme prCcCdent 
permet de construire une factorisation de f  sous la forme: 
oii les mots ui sont des mots non vides, de longueur infkrieure ou Cgale a s. 
D’apr& la definition de Y(S), deux de ces mots sont Cgaux, soit: 
u = ui = uj .  
Les propriCtCs de la factorisation obtenues par le lemme permettent d’ecrire: 
En d’autres termes, nous avons obtenu une factorisation de f sous le forme: 
f :f+f2uf3 
avec les propriMs suivantes: 
P(U) = P(f2”) = P(Uf249 
1 G I UfiU I B 7, lul #O. C.Q.F.D. 
Soit K un corps, non necessairement commutatif. Soit Nun entier strictement 
positif. Nous etudions a present le semi-groupe multiplicatif End(KN) des 
endomorphismes de K*. Nous noterons M,(K) le semi-groupe multiplicatif 
des matrices N x N a coefficients dans K. On notera les elements de End(K*) 
(resp. de M,(K)) comme operant B droite sur KN. 
DEFINITION 1.2. Un endomorphisme 4 de End(KN) est dit pseudo-rLgulier si 
et seulement si f$ et 4” ont mCme espace vectoriel image. 
Une matrice de M,(K) est pseudo-reguliere si et seulement si elle represente 
un endomorphisme pseudo-regulier. 
D’autres caracterisations et proprietes des endomorphismes pseudo-reguliers 
seront donnes au paragraphe 2. 
T&O&ME 2 (theorbme de factorisation). Soit X un ensemble jni. Soknt N 
un entier strictement positif, et p une repr&+ntation de X* duns M,(K). II existe 
un entier 7 efectivement calculable tel que tout mot f appurtenant h X7X* vtkjant: 
Pf f 0 
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puisse se factoriser sous la forme: 
de telle fagon que la matrice pf ’ soit pseudo-rbguliire. 
L’entier 7 peut &tre choisi ne de’pendant que de N et du cardinal de X. 
La demonstration de ce theoreme consiste a traduire la proposition 1.1, en 
interprkurt la notion de rang. Soit p le rang sur X* defini par: 
Vf d X*9 pf = dim(Im pf). 
La proposition 1.1 nous assure, pour tout f  de longueur superieure a ~(1, X 1, N), 
d’une factorisation: 
f  = fiUfiUf3 Y 
avec les proprietes suivantes: 
dim(E” . p(u)) I= dim(KN * p(f*u)) = dim(KN * p(ufzu)). 
Or on a les inclusions: 
K’” . p(f,u) C KN . P(U), 
K1” . P(uf2u) C KN * p(f+). 
On en deduit que ces inclusions sont des eggalit&. On peut done Ccrire: 
KN . p(fiu) = K” . p(uf+) = KN . p(f&u). 
La matrice p(fiu), et son car& p(fiufiu), ont done m&me image. La matrice 
,u(f*u) est done pseudo-reguliere. C.Q.F.D. 
2. ENDOMORPHISMES PSEUDO-R~GULIERS 
LEMME 2.1. Soit M une matrice de dimension jinie N sur un corps (ou un 
corps gauche). II y  a .+uivalence entre les .&met% suivants: 
(i) Les matrices Met M’ ant m&me rang. 
(ii) Les matrices Met M2 ont m&ne image. 
(iii) Les matrices Met M2 ont mke noyau. 
(iv) L’image de M et le noyau de M sont deux sous-espaces supplt!mentaires 
de KN. 
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(v) M est la mat&e n&e, 011 est inversibk, ou peut s’krire par blocs ap&s 
un changement de base, sous la forme 
M = (if 8, oti A est car& inversible. 
DEFINITION 2.1. Une matrice carree M sur un corps K est dite pseudo- 
r~guZiJre si elle drifie l’une des condition (i) a (v) du lemme 1. 
On peut encore exprimer cela comme suit: la matrice M, qui represente un 
endomorphisme 4 de KN, est pseudo-reguliere si et seulement si E” peut 
s’tcrire comme somme directe de deux sous-espaces F et G, tous deux stables 
par 9, tels que 4 induise sur F un automorphisme et sur G l’endomorphisme nul. 
LEMME 2.2. Une condition su$isante pour qu’une matrice carrtfe M soit pseudo- 
rf?gu&re est la suivante: 
(vi) il existe un polyndnw P en une variable sur K vkijiant: 
P(0) = 0 et P(M) . M = 0. 
Si K est un corps comnmtatif, cette condition est nkessaire et suflsante. 
Preuve des lemmes 1 et 2. Dans cette preuve, nous tcrivons les matrices 
comme operant par multiplication a droite sur des vecteurs lignes. 
(i) z- (ii) car la condition (i), jointe a l’inclusion de Im M* dans Im M, 
implique 1’CgalitC de ces deux sous-espaces puisqu’ils sont de dimension finie. 
(ii) + (iii) en raison du “theoreme de la dimension” applique a l’image et 
au noyau des matrices M et M2. 
(iii) * (iv) soit en effet v un vecteur appartenant a Im M n ker M. 
On a done v * M = 0, et d’autre part il existe un vecteur u de KN dont v est 
l’image par M. On en deduit: 
v.M=u.M2=0, 
uEkerM2 = kerM, 
v=u*M=O. 
. . I  
LAX deux sous-espace Im M et Ker M ont done leur intersection reduite au 
vecteur 0. Par le thr?oreme de la dimension, on a done 
KN =ImM@kerM. 
(iv) + (v) On forme une base de KN en adjoignant B une base de Im M une 
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base de Ker M, la decomposition par blocs &ant fournie par la decomposition 
de KJ” en somme directe Im M @ ker M. 
(v) * (i) par l’egalitt 
&f2 = A2 Q 
( 1 0 0’ 
(vi) * (i) Pour un corps gauche et partant de l’enond (vi), il faut faire 
operer les matrices par produit a gauche sur des vecteurs colonnes. (On pourrait 
aussi supposer les coefficients des polynomes ecrits & d&e, et I’egalitC M * P(M) 
= 0, en faisant operer les matrices par produit a droite). 
L’egalitC P(M) . M = 0 montre que M2 et Mont m&me noyau. En effet, si u 
est un vecteur appartenant au noyau de M*, de I’CgalitC M2 . u = 0 on tire 
aussit6t P(0) * M * II = 0, d’oh M . II = 0 puisque P(0) est non nul. 
(v) a (vi) si K est commututif. 
En effet, la matrice A est racine de son polynome caracteristique P. Or ce 
polynome caracteristique a son coefficient constant non nul, puisque la matrice A 
inversible a ses valeurs propres non nulles. On a done: 
( P(A) *A 0 0 A 0 = 0 0 ) = (P(A) 0 I * P(0) )( 0 ) () 
ce qui s’ecrit encore: 
P(M)=M=O 
Fin de la preuve 
Nous avons a present defini les matrices pseudo-&gulieres, avec leurs diffe- 
rentes caracterisations possibles. Nous presentons a present deux proprieds: la 
premiere correspond a un premier cas d’existence de boucles dans les automates 
finis. Elle sera g&nSralisCe par le “lemme de l’etoile.” La seconde est la trans- 
position de la propritte d’idration dont jouissent les boucles. 
PROPOSITION 2.1 (theoreme de Jordan). Toute matrice carrke SW M corps 
a um puissance pseudo-r&uli&re. Prkisons: si M est me matrice de dimension n, 
la matrice M” est pseudo-rbguli2re. 
Preuve. On forme la suite d’espaces vectoriels emboites 
kerMCkerM2C.**kerMmC.*.. 
Dans cette suite, il y a au plus rr espaces vectoriels distincts. 
On a done 
ker Mn = ker M*+l = ker MPn 
d’oh le rtsultat d’aprts la caracterisation (ii). 
PRODUITS D'ENDOMORPHISMES DE KN 397 
PROPOSITION 2.2 (propriete d’iteration des matrices pseudo-regulikes). 
Soit M une matrice pseudo-rt@&re de dimension N, soient u un vecteur l&ne et v 
un vecteur colonne de dimension N. On considhe la suite d’&ments de K: 
Si s, est nul pour N valeurs conskutives de l’entier n, alors s, est nul pour toutes 
les valeurs strictement positives de l’entier n. 
Par cor&quent, si s, est non nul, s, est au& non nul pour une infinite! de valeurs 
distinctes de l’entier n. 
Preuve. Une preuve peut en Ctre don&e, si K est commutatif, en utilisant 
la caracterisation (vi) des matrices pseudo-regulihes: on utilise le polynome P 
pout Ctablir une recurrence descendante sur la valeur de n. 
Nous preferons donner ici une preuve algebrique qui reste valable sur un 
corps gauche (preuve communiquee par P. M. Cohn). 
Supposons done que u * Mi . v  soit nul pour 
i = n,+ 1, no + 2,..., no + N 
avec no entier non nul. 
Posons alors pout tout entier i compris entre 0 et N: 
Ui = u . &p+” 
On a done: ui+i = ui * M. Mais de plus, puisque chacun des ui est dans 
l’image de M, on a aussi: 
ui = &+I - M’ 
oh M’ est la matrice 
si M, pseudo-reguliere, peut se decomposer par blocs en: 
avec A car&e inversible. 
Soit Ed l’espace vectoriel engendre par les vecteurs u,,, , uN-i ,..., uNmi . On 
obtient ainsi une suite emboitee 
E,CE,C...CE,,, 
de (N + 1) sous-espaces de Im M, qui de plus devient stationnaire db qu’elle 
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cesse d’&tre strictement croissante, en raison de la facon dont sont construits les 
vecteurs ui . Puisque Im M est de dimension N l’espace ELv est done contenu 
dans ENpI , et I’on a done: 
oh les oli sont des coefficients appartenant a K. 
Or, par hypothbe, pour i compris entre 1 et N, chacun des ui = u * Mnofi 
est orthogonal au vecteur colonne v. 11 en est done de m&me de Us qui en est 
une combinaison lineaire. Cela s’ecrit: 
U-M” ‘2’ = 0. 
Le raisonnement peut alors &tre repris, et par une recurrence descendante, 
on obtient finalement: 
I( . M . v = 0. 
3. LE THkORkME D’IThATION 
(a) Rappelons les definitions essentielles concernant les series formelles 
(Voir par exemple Fliess [4]). 
Un semi-unneuu est un ensemble muni de deux lois (A, f, .), avec les axiomes: 
(A, +-) est un monoi’de abelien, d’eltment neutre 0 
(A, .) est un demi-groupe. 
La loi (m) est distributive pour la loi (+). 
Le 0 est Clement nul, c’est-a-dire: 
Soit X* le monoide libre sur un ensemble fini X. 
Une serie formelle Y sur X est un element de la A-algbbre large A((X)) 
(cf. Bourbaki [l]) du mono’ide X*. On la note sous forme d’une somrne formelle 
r = c NT, f)f I f E x*1. 
Le support de Y  est l’ensemble 
supp r = {fEx* I (r,f) f O}. 
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La serie Y est un polynche si son support est un ensemble fini. Elle est quusi- 
inversible si son support est contenu dans X+. 
Une sous algebre C de A(X)) est rationnellement fermie dans A(X)) si le 
quasi-inverse 
Yf = Y  + Y2 + .** + r” + **- 
de toute serie Y  quasi-inversible de C appartient a C. 
DEFINITION 3.1. Une serie formelle r de A((X> est dite rationnelle si elle 
appartient a la plus petite sous-d-algebre /F((X>> rationnellement fermee de 
A<X)) contenant les polynomes. 
Lorsque X est reduit a une seule lettre x, et si K est un corps, on retrouve 
les “fonctions rationnelles.” 
LEMME 3.1 (cf. [6]). Si K est un corps, une shie formelle Y de K((x> = K[[x]] 
est rationnelle si et se&went si elle peut s’kcrire sous la forme d’un quotient: 
y = PI4 
ozi p et q sent des polyndmes de K[x] hangers entre eux, et air q(0) est non nul. 
En d’autres termes, ce lemme affirme que Kmt[[x]] est I’intersection avec 
K[[x]] du corps des fractions de K[x]. 
DEFINITION 3.2. Une serie formelle Y de A((X> est reconnaissable s’il existe 
un entier IV strictement positif, une matrice ligne A et une matrice colonne y 
toutes deux a N termes elements de A, et une representation de X+ dans M,,,,(A) 
verifiant 
y = (y, de + C {Gf )y * f I f E W. 
TH~OR~ME 3 (de Kleene-Schiitzenberger [ 13, 81). Toute s&ie reconnaissable 
de ,4,(X> est rationnelle. La rkproque est vraie si A est unitaire. 
On appelle produit de Hadamard deux series s et t de A(X)) la serie s 0 t 
definie par: 
s 0 t = 1 us, f )(t, f)f I f E x*1. 
THBOR~ME 4 (de Jungen-Schiitzenberger [14]). Si A est commutatif, le 
prod&t de Hadamard de deux shies rationnelles de A<(X)) est une she rationnelle. 
(b) Apres avoir rappel6 les definitions et rCsultats essentiels concernant 
les series rationnelles, nous pouvons en venir au “theoreme d’iteration.” 
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T&OR&IE 5 (theoreme d’iteration). Soit A un sous-semi anneau unitaire d’un 
corps K. Pour toute shie rationnelle r de A(X) il existe un entier k, tel que tout 
mot f  de longueur supe’rieure ou &gale ri k O , appurtenant au support de r, puisse 
s’hire comme WI produit fi f  ‘fi , ori f  ’ est de longueur non nulle, de telle fqon que la 
shie rationnelle en une variable 
1 Hcfif ‘“f&” I n E Nl 
ne soit pas rbduite ci un polynhe. 
Par analogie avec la theorie des langages [7], le mot f’ sera appele facteur 
itkant de f  dans la serie r. 
Fliess [5] a Ctabli une forme affaiblie de ce theoreme: il a montre que, sous 
les m&mes conditions, il existe au moins un mot f du support de r admettant 
dans r un facteur it&ant. Nous prouvons ici que cette propriettt est vraie pour 
tout mot “assez long” du support de r. 
Demontrons ce theoreme. Soit r la sCrie rationnelle: 
oti X (resp. y) est une matrice ligne (resp. colonne) a N termes elements de A, 
et oh p est une representation de X+ dans M,(A). 
Soit K un corps contenant A. L’image de X+ par la representation p est un 
demi-groupe de matrices N x N a coefficients dans K, d&ksant un demi- 
groupe d’endomorphismes de KN. Soit k I’entier defini pour ce demi-groupe 
d’endomorphismes par le theoreme 2. 
Si f  est un mot de longueur superieure ou Cgale a k, et appartenant au support 
de r, il verifie: 
La matrice pf, non nulle, est produit d’au moins k,, matrices appartenant a p(X). 
D’aprb le theoreme 2, le mot f  peut s’ecrire sous la forme 
f  =f1flf2 
oh f’ est un mot de longueur strictement inferieure a k, , tel que pf’ soit une 
matrice pseudo-rtgulibre. Posons alors: 
Les matrice 7 et 0 representent respectivement un homomorphisme de KN dans 
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K, et de K dans KN. La matrice pseudo-reguliere pf’ satisfait a la condition: 
T&f ‘“P # 0. 
Le thCor&me d’iteration est done etabli. 
Remuque 3.1. Ce thCorCme 5 est une extension aux series formelles d’un 
theoreme d’idration connu pour les langages (voir par exemple Ginsburg [7]). 
Le theoreme pour les langages formels peut dtre obtenu comme consequence de 
notre resultat. 11 s’enonce comme suit: 
Pour tout langage rationnel (ou pat-tie rationnelle) L de X*, il existe un entier 
k, tel que tout mot f de L de longueur au moins Cgale B K, puisse s’tkrire sous 
la forme 
f =f1fY2 9 If’1 fO 
de telle facon que l’on ait: 
Vn E N*, fif ‘“fi EL* 
Remarque 3.2. La demonstration don&e du theoreme 5 permet de demon- 
trer l’enonce plus p&is que nous donnons h present. 
Pour toute serie rationnelle r de A(X)), il existe un entier positif A,, tel que 
tout mot de X+ de la forme 
f =f1f’fn 
ou f’ est un facteur de f de longueur egale a k, , admet pour facteur it&-ant dans r 
un facteur f” de f’ de longueur non nulle strictement inferieure a k, . On a done 
une CgalitC de la forme 
f =fif;f”f;fi 
et la sdrie rationnelle en une variable 
1 Ps fif ;f”f 3) t” I n E N*l 
est une sCrie de support intini. 
4. UNE &NI&ALISATION D'UN THI%O&ME DE POLYA-CANTOR 
Polya et Cantor ont etabli les rCsultats suivants, concernant les series formelles 
rationnelles a coefficients entiers algebriques. 
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TH~OR~ME 6 (PolyP [12]). Soit (a,) une suite d’entiers algkbrigues. Les 
conditions suivantes sent ~quivalentes. 
(i) La se’rie xn na,#’ est rationnelle. 
(ii) La skrie x:n a,z” est rationnelle. 
TH~OR~WE 7 (Cantor [2]). Soit (a,) we suite d’entiers algibriques et H un 
polyndme non nul ri coefficient complexe. Si la she x,, H(n) a,zn est une fonction 
vationnelle il en est de mEme de la shie Cn a,+?. 
Ces deux resultats ont CtC generali& aux series formelle en plusieurs variables 
non commutatives par Khira Lameche [IO], moyennant une condition restrictive 
assez forte. C’est cette condition restrictive que nous allons lever. Note but est 
done de dkmontrer le resultat suivant: 
T&OR&ME 8. Soit A un anneau d’entiers algbbriques. Soient a une she 
formelle A(X), et H un polyndme en une variable ri coeficients duns C. Les dauc 
hum&s suivants sent t!quivalents. 
(i) x {(a, f)f 1 f E X*} uppartient ri A”t((X>> 
(ii) x {H(I f /)(a, f)f 1 f E X*} appartient ri CF((X>>. 
Montrons que (i) entraine (ii). Si la serie a est rationnelle sur A, elle est aussi 
rationnelle sur C. 11 est clair que Ia serie formelie 
b = Wlf Of If EX*l 
est aussi rationnelle sur C. Le produit de Hadamard [14] des deux series ration- 
nelles a et b est alors une strie a 0 b de Crat((X>>. L’CnoncC (ii) est done 
v&i%, puisque I’on a par definition’du produit de Hadamard: 
a 0 b = CW(lf I)bf)f If EX*h 
Avant d’etablir la seconde implication du theoreme 8, rappelons dans le 
theoreme suivant certains resultats bien connus concernant les series formelles 
rationnelIes en une variable. 
La structure de la suite des coefficients des series rationnelles en une variable 
peut &tre entierement determinCe grlce a I’utilisation des representation matri- 
cielles. 
THBOR~ME 9. Soit K un corps ai@briquement ~10s. Soit r une shie rationnelle 
de K”t[[t]]. Soient enfin p une matrice (N x N), h une matrice l&we ci N termes, 
y une matrice colonne ri N termes, toutes les troik ci coejkients dans K, telles q’ce 
l’on ait: 
hEEN, rn = Xpny. 
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Soient (&r l’ensemble des valeurs propres distinctes non nulles de la matrice TV, 
et soit e, pour tout i E I la multiplicite’ de la valeur propre (yi . 
Alors il existe une et une seule famille (P& de polyndmes 6 coeficients dans K, 
telle que l’on ait: pour tout entier n au mains igal ri N: 
Vn EN, r, = 1 P,(n) ain. 
iol 
De plus, chaque polynome Pi est le degre’ strictement inft+rieur h ei . 
Pour demontrer le theoreme 8, il now suffit d’en Ctablir l’implication (ii) -+ (i), 
ce que nous faisons par etapes. 
PROPOSITION 4.1. Soit A un anneau d’entiers algebriques. Soient r une serie 
formelle de A((X)), et z un element de C. Si la serie formelle: 
CNf I - 4(r,f)f lfEX*l 
est une serie de C*at((Z>, alors la serie r appartient h A”t((Z>>. 
(a) Soit s la sCrie formelle: 
s = c {(If I - 4(r, f )f If E x*1. 
La serie s est somme d’une constante et d’une serie formelle rationnelle 
oh A est une matrice ligne, y  une matrice colonne de meme dimension NO 2 
coefficients dans C, et ~1 une representation matricielle 
Si la serie s etait un polynome, alors r serait un polynome, et serait done a 
fortiori une serie rationnelle. Nous supposons done la strie s infinie. 
11 existe done, d’aprb Ie lemme d’idration, un entier k, tel que tout mot f de 
longueur superieure ou Cgale a k, et appartenant au support de s puisse s’ecrire 
sous la forme: 
f = fifOf2 
oti f. est un mot de longueur strictement inferieure a k, , et oh pfo est une 
matrice pseudo-reguliere. Posons alors: 
F = {f E X* 1 1 f 1 < k, , pf pseudo-reguliere). 
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11 est clair que F est un ensemble fini. D’autre part, il est clair que pour tout mot 
f.  de F, la serie 
s 0 car(X*fdY*) 
est soit nulle, soit infinie 
(b) Soit doncf, un mot de F, tel que la serie 
s 0 car(X*fdu*) 
soit iniinie. Soient fi et fi deux mots tels que 
L’espace vectoriel KNo est reductible sous # en une somme directe E, @ El , 
telle que I/J soit nulle sur E,, , et induise sur El un isomorphisme. On peut 
toujours, A un changement de base p&s, supposer que # est de la forme: 
L’espace El est isomorphe a KNr. Pour toute matrice w de dimension Nr 
sur K, on pose 
ce qui s’ecrit aussi 
bJ) = 44fih) (; 8) bkf*a)r* 
On a ainsi dCfini sur KNl une forme 1inCaire A valeurs dans C. On a alors: 
(s, fifOf2) = 44 
oh I est la matrice identite sur KNi, et pour tout entier positif n: 
(s, fif on+% = W)- 
(c) La serie formelle sur X* 
s 0 ca4fdfo+>fJ 
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est produit de Hadamard de deux series rationnelles, c’est done une sCrie 
rationnelle. On en deduit que la sCrie formelle en une variable: 
est une serie rationnelle, infinie d’aprb le lemme d’idration. Elle s’ecrit encore: 
c {Z(Q) th-lro 1 n EN}. 
Or on a pour tout entier n I’CgalitC: 
et les coefficients (~,j~f~+‘f~) sont entiers algebriques. 
Les conditions d’applications du tht!oorime de Cantor sont done r-Curries. La 
serie formelle 
W) 
h + nh, - z 
th+nho [ n ENI 
est une sCrie rationnelle. On en dcduit pout tout entier n une CgalitC: 
l(+“) = (h + nh, - z) c Qi(h + nh,) aynho 
iEI 
oh les ,Oi sont des polynomes a coefficients dans C. 
(d) La matrice + est inversible, cela va nous permettre d’en calculer une 
racine ha-i&me. Soit en effet (~~‘i)~~~ I’ensemble des valeurs propres de 4, et 
choisissons pour chaque ‘yi une racine h&me, que nous noterons pj . 
La matrice + peut s’ecrire sous la forme: 
oh d est diagonale, et (I+ IV) unipotente, somme d’une matrice identite et 
d’une matrice nilpotente (decomposition multiplicative et additive de Jordan). 
Les termes diagonaux de A sont les valeurs propres de la matrice $. 
Soit 6 la racine h&me de A obtenue en remplacant chaque terme yj par la 
racine h&me /3j . La racine ha-i&me de (I + IV) se calcule alors par la for-mule 
du binome, et elle est Cgale B une autre matrice unipotente: 
Puisque 0, et 6 commutent, on a bien: 
p,sp = t9$sh0 = (I + N)Ll = 4. 
48r/6312-9 
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On pose 0 = 8,S, et I’on a done: 
De plus, les valeurs propres de 0 sont, pour chaque valeur propre ‘yj de 4, la 
racine /z&me choisie jIj de 3/j , et les multiplicites sont les mCmes. 
(e) Considerons ?I present la serie formelle rationnelle a une variable: 
1 {Z(P) th+m 1 m E N). 
II est clair que c’est une serie rationnelle infinie. On a done une CgalitC de la forme: 
z(em) = 1 ~,(h + m) pf+m 
pour tout entier m assez grand. Cela donne en particulier: 
z(enb) := z(g) = z ~,(h + do) p:+nho 
On a done, pour tout n assez grand: 
;,qh + nh,) /3;+nko = (h + nh, - 2) c Qj(h + nh,) a:+“h? 
isl 
II est clair dans ces conditions que les nombres pj et cyi sont racines A,,-iemes 
des valeurs propres yj de la matrice 4. Posons alors: 
On obtient pour toute valeur propre fj de 4: 
Rj(h + An,) ,Bjn = (h + ?Zh, - Z) 2 Qj(h + ?A~) OZts 
ia, 
On a obtenu I’egalitC pout une infinite de nombre positifs, des valeurs de deux 
polyn6mes a coefficients dans C. Ces deux polynomes sont done Cgaux: 
VXEC, a”&(x) = (x - x) C ai”Q&). 
isIj 
On en deduit, en donnant a x la valeur a: 
V E J, R,(z) = 0. 
(f) Pour tout entier m, on a done: 
z(ey = C Rj(h + m) p. 
jEJ 
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Pourvu que m soit assez grand. Les fli sont les valeurs propres de 8, mais aussi 
les termes diagonaux de la matrice S dans la decomposition multiplicative de 
Jordan de la matrice 
e = s eu = eu 6. 
11 est clair alors que l’on obtient l’egalite: 
Z(Oum) = C j3FRi(h + m) = S(h + m) 
jEJ 
oti S est un polynome a coefficients dans C. 
Peut-on prolonger cette CgalitC ailleurs que sur le domaine des entiers positifs 
assez grands ? 
Khira Lam&he Ctablit dans son article [IO] que ce prolongement vaut pour 
les entiers negatifs. Nous allons reprendre son argument. 
La matrice BU est unipotente, et s’ecrit: 
8, =I$-M. 
On peut dbs lors definir les puissance 8 U2 de la matrice 8, pour tout nombre 
complexe X, grlce ?I la formule du binome: 
cette somme est finie, puisque M est nilpotente: 
On a alors: 
X 0 = x(x - 1) *.. (X - i + 1) i i! 
et l’on decouvre que la fonction Z(0,*) de la variable x est une fonction poly- 
nomiale. 
Or pour tous les entiers positifs assez grands, on a: 
(19,~) = S(h + m). 
Les polynomes ecrits dans chacun des deux membres sont done Cgaux: 
VXEC, z(e,=) = S(h + x). 
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On obtient en part&her: 
I@$“) = c /!3;Rj(z) = 0. 
jeJ 
(g) Le resultat que nous venons d’obtenir s’ecrit encore: 
Z((I + M)z-h) = 0, 
f (” ; “) Z(M”) = 0, 
l(I) = -g (” ; “) I(M”), 
w k 
-=-zl Z--h 
(z? - h - l)(z - h - 2) *** (a - h - i + 1) l(M”) 
i! 
On peut exprimer la matrice M comme polynome en 4 a coefficients dans C. 
En reportant dans 1’CgalitC precedente, on obtient une CgalitC de la forme: 
7 =fCy, flfOf2) = i Pjlh) l(dj)- 
44 
z- 
j=l 
Les Pj sont des polynomes a coefficients dans C, ne d&pendant que de 4.11s 
sont independants de 1, et done des mots fi et fi choisis. Le calcul que nous avons 
fait de I(l)/(h - z) montre que la serie formelle: 
r 0 dx*fdr*) = 1 I@, fifofi) fifofi I fi et fi E X*> 
est une combinaison lineaire a coefficients dans C des series formelles de la 
forme: 
s, = 1 {P,(l fifofi I )(s, fX+‘fi) fifoh I fi et f2 E X*>. 
Montrons que chacune des series S, appartient a CF<X>. Posons: 
tn = 2 {(s, fif ,“+!A) fizf2 I fi et f2 E X*1 
oh z est une nouvelle variable. Nous Ctablissons que t, est rationnelle en con- 
struisant la representation matricielle p de (X U {z))* dans C d&nie par: 
vxxx, P" = ('d" jr,? 
( 
0 pz = PfZ" 
0 ) 0 .- 
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Les matrices ligne A’ et colonne y’ sont definies par: 
h’ = (A, O), y’ = 0 0 Y’ 
On a alors: 
(S? flft+%) = ~P(fl,?fd Y’. 
La serie t, est done rationnelle, et l’on verifie aisement que la serie obtenue 
en substituant f0 B la lettre z dans t, est aussi rationnelle. La serie s, est done 
rationnelle, en vertu de I’inclusion (i) * (ii) deja demontree du theoreme 8. 
On en deduit : 
r 0 car(X*fdY*) E Cmt((X>. 
(h) Rappelons que F est l’ensemble des mots de X+ de longueur stricte- 
ment inferieure a K, , tels que la matrice pf soit pseudo-reguliere. Indicions F, 
ensemble fini, par des entiers condcutifs, F = {fi 1 i = 1,2,..., tn}. Pour tout 
entier i de l’intervalle [Z, m], nous posons: 
i-l 
Li = x* - u x*fjx*. 
j=l 
L’ensemble X*FX* s’ecrit comme la reunion disjointe: 
X*FX* = 6 ((X*fiX*) n LJ. 
j=l 
La serie I 0 car(X*FX*) est somme des series 
ri = Y 0 car(X*fJ*) 0 car Li . 
Or, l’ensemble X*FX*, comme chacun des Lj , est une partie reconnaissable 
de X*. On en deduit: 
Y 0 car(X*FX*) E Vt((X>>. 
En interpr&ant le theoreme d’iteration, on voit que la serie r est somme d’un 
polyrGme, et de la serie formelle I 0 car(X*FX*). On en deduit que la serie Y 
est une serie formelle appartenant 2 Cr*t<<X>>. 
(i) Pour demontrer la proposition 4.1, il suffit d’etablir I’CgalitC: 
ce qui signifie que C est une extension de Fatou de A (cf. Fliess [q). Si 8 est un 
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sow-corps de C, d’aprb les rtsultats de Fliess [6], on sait que C est extension 
de Fatou de 52. Prenons pour 52 le corps des nombres algkbriques sur 2. On a 
done: 
11 est clair que A est contenu dans Sz. 
Si r appartient g Qmt((X>, la dCfinition des shies rationnelles montre claire- 
ment que les coefficients de T appartiennent g une extension K de degrC fini 
de Q. L’anneau A n K est done un anneau de Dedekind, et done a fortiori un 
anneau de Krull. Le corps K est done (cf. Fliess [6]) extension de Fatou de 
A n K. La sCrie r appartient done B [A n K]“t<X>, et done a fortiori g 
A”t(:X>. Ceci termine la dkmonstration de la proposition 4.1. 
(Pour une autre preuve du (i), voir [15].) 
Avant de dkmontrer I’implication ((ii) * (i)) du thCor&me 8 Cnoncons le 
lemme suivant: 
LEMME 4.1 (Cantor-Lamkche). Soit A un anneau d’entiers algt%riques. 
Notons Q le corps des non&es a@briques. 
Sir est une skie formelle de A(X)), et Hun polyndme en une variable ci coejicients 
dans C, tels que la sdrie formelle 
c W(I f I)(r9 f)f I fE x*1 
soit une sbie rationnelle, alors il existe un polyndme en une variable I? ci coeficients 
dans Sz, tel que la sirie formelle 
1 @(I f I)(r, f)f I f E X*> 
soit une &ie rationnelle & coeficients dans Q. 
Pour la demonstration de ce lemme, voir [2, lo]. 
Preuve du thkorkme 8. (implication (ii) + (i)) Soit done a une sCrie de A<(X)), 
et H un polynhme ?I coefficients complexes, tels que la sCrie formelle 
CMf I)kf)f If EX*l 
soit une sCrie rationnelle. D’aprb le lemme prCcCdent, on peut supposer que H 
est h coefficients dans 52. 
Dans ce cas, les racines de H sont des nombres algkbriques. Soit x une racine 
de H, et posons: 
H(t) = (t - z) H,(t). 
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Les coefficients de HI appartiennent a Sz. Soit ct un entier algebrique tel que 
le polynbme cy. HI soit ?I coefficients entiers algebriques. La serie: 
CG *H(IfI)(a,f)fIf~x*3 
est une serie rationnelle. Posons alors: 
Vf E x*, (hf) = a - K(lf IXefh 
Pour tout mot f de X*, le nombre (Zr, f) est un entier algebrique. La serie 
formelle 
b = C{(hf)fl 
est une serie a coefficients entiers. D’aprb la proposition que nous venons 
d’etablir, la serie b est une serie rationnelle. 11 en est de mCme de la serie formelle: 
Par recurrence sur le degrt du polynome H, il est clair alors que la serie 
c Gf)f I f  E 1”) 
est une serie appartenant a Crat((X>>. Reprenant I’argument de la preuve de 
la proposition 4.1(j), on en deduit que la serie a appartient a A”t((X>. 
Dans la demonstration de la proposition 4.1, on a demontre que C Ctait une 
extension de Fatou [6] de A. La s&e a appartient a A”t((X>>. 
Le theoreme est done etabli. 
Ajoute’ SW &euve. Grace B une generalisation du “Theoreme de factorisa- 
tion” (Theoreme 2), nous avons pu montrer dans un article paru au Journal of 
Algebra en fevrier 1978, que “La finitude des representations lineaires est 
decidable.” Cet article s’appuie notamment sur le “ThCoreme du rang constant” 
(Theo&me 1) sans en redonner la preuve (J. Algebra 52 (1978), 437-459). 
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